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El atractor multidimensional de Lorenz es una clase homocĺınica.
Title in English
Multidimensional Lorenz attractor is a homoclinic class.
Resumen: Un atractor es un conjunto transitivo para el cual todas las órbitas
positivas cercanas convergen. Un ejemplo de un atractor es el atractor multidimen-
sional de Lorenz. En este trabajo probamos que el atractor multidimensional de
Lorenz es una clase homocĺınica.
Abstract: An attractor is a transitive set to which all nearby positive orbits
converge. An example of an attractor is the multidimensional Lorenz attractor.
In this work we prove that the multidimension Lorenz attractor is a homoclinic class.
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Keywords: Attractors, Flows, Periodic Orbits, Homoclinic class.
Dedicado a
Mi padre Juan Bautista, mi madre Maria Silvia, mi hermano Pedro Luis y mi
gran amigo Jhonatan.
Agradecimientos
A Dios por bendicirme y darme la posibilidad de elaborar este trabajo. A mis
padres y familia que me apoyaron durante mis estudios universitarios. A los profe-
sores que me guiaron, especialmente al profesor Seraf́ın Bautista, a quien admiro y
es mi modelo a seguir tanto personal como profesionalmente. A mis compañeros de
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Los atractores tipo Lorenz fueron introducidos en [3], y son modelos geométricos
que se construyeron a partir de lo observado por Lorenz en su famoso estudio de un
sistema tridimensional de ecuaciones diferenciales ordinarias que modelaba el com-
portamiento del clima en los años 1960. Estos flujos presentan atractores transitivos
que contienen singularidades hiperbólicas acumuladas por órbitas regulares. Además
son una clase homocĺınica [9]. El estudio de estos atractores permitió descubrir pro-
piedades más débiles que ser hiperbólico como lo son: ser parcialmente hiperbólico,
singular-hiperbólico, o seccional-hiperbólico.
Dada la importancia de obtener resultados similares al atractor geométrico de Lo-
renz en el atractor multidimensional introducido por [2], estudiamos la construcción
del atractor multidimensional soportados en resultados afines a la hiperbolicidad y
sus propiedades geométricas. Esto conectado con el estudio de su función de retorno
y el flujo, puede usarse para obtener un procedimiento similar a [9] y aśı demos-





En este caṕıtulo expondremos los conceptos que trabajaremos y daremos algunos
resultados que nos serán de gran ayuda a medida que avanza el documento.
1.1. Definiciones
Sea M una n − variedad cerrada y X un campo vectorial de clase Cr en M ,
donde r ≥ 1. El flujo generado por X será denotado por Xt, t ∈ R. Se debe tener
en cuenta que este es una acción de R en M , es decir, X : R ×M → M , donde
X0 = idM y Xs ◦Xt = Xs+t para todo s, t ∈ R.
Dado un punto p ∈M , la órbita de p es OX(p) = {Xt(p) | t ∈ R}. Una singulari-
dad de X es un punto q ∈ M tal que X(q) = 0 (equivalentemente OX(q) = {q}).
Una órbita periódica de X es una órbita O = OX(p) tal que XT (p) = p para algún
T > 0 minimal (equivalentemente O es compacto y O 6= {p}). Una órbita cerrada
de X es una singularidad u órbita periódica de X.
El conjunto omega ĺımite del punto p ∈M es el conjunto ωX(p) = {x ∈M |x =
ĺımn→∞Xtn(p) para alguna sucesión tn →∞}. El conjunto alfa ĺımite de un punto
p es el conjunto αX(p) = {x ∈ M |x = ĺımn→∞Xtn(p) para alguna sucesión tn →
−∞}.
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Un conjunto compacto Λ ⊂M es invariante, si Xt(Λ) = Λ, para todo t ∈ R. Un
conjunto Λ invariante es:
• Transitivo, si Λ = ωX(p) para algún p ∈ Λ.
• Aislado, si existe una vecindad compacta U de Λ tal que
Λ = ∩t∈RXt(U).
U es llamado bloque aislante.
• Sumidero, si es aisaldo y tiene un bloque aislante U positivamente invariante,
es decir,
Xt(U) ⊂ U ∀t ≥ 0.
• Atractor, si este es un sumidero transitivo para X.
1.1.1. Conjuntos singulares hiperbólicos
En esta sección daremos la definición precisa de los conjuntos hiperbólicos [6] y
luego una de sus generalizaciones: los conjuntos singulares hiperbólicos.
Definición 1.1. Un conjunto compacto invariante H ⊂M es hiperbólico si existe
una descomposición continua y DXt-invariante del fibrado tangente, TH = E
s ⊕
EX ⊕ Eu, tal que para unas constantes positivas k, λ, una métrica Riemanniana y
todo p ∈ H se tiene:
1. ‖DXt(p)|Esp‖ ≤ ke−λt, ∀t > 0;
2. ‖DX−t(p)|Esp‖ ≤ ke−λt, ∀t > 0;
3. EX =< X(p) >.
En la anterior definición, Es se denomina el subfibrado estable, Eu el subfibrado
inestable y EX la dirección del campo. Diremos que una órbita periódica o una
singularidad es hiperbólica si lo es como conjunto compacto invariante.
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Hablemos ahora sobre algunas propiedades de los conjunto hiperbólicos. Por
la teoŕıa de las variedades invariantes [4] se tiene que si Λ ⊂ M es un conjunto
hiperbólico para X, entonces para todo p ∈ Λ los conjuntos
W ss(p,X) = {q ∈M | d(Xt(q), Xt(p))→ 0, cuando t→∞}
W uu(p,X) = {q ∈M | d(X−t(q), X−t(p))→ 0, cuando t→∞}
son Cr subvariedades inmersas de M y tangentes en p a Es(p) y Eu(p) respectiva-
mente. Estas variedades son denominadas las variedades estable fuerte e inestable
fuerte del punto p, y son invariantes, es decir, Xt(W
ss(p,X)) = W ss(Xt(p), X) y
Xt(W
uu(p,X)) = W uu(Xt(p), X), para todo t ∈ R. Las variedades estable e inesta-
ble fuerte de tamaño ε > 0 para p, se definen como:
W ssε (p,X) = {q ∈M | d(Xt(q), Xt(p)) ≤ ε,∀t ≥ 0}
W uuε (p,X) = {q ∈M | d(Xt(q), Xt(p)) ≤ ε,∀t ≤ 0}















Si p y p′ ∈ H, entonces W ss(p,X) y W ss(p′, X) o coinciden o son disyuntas (idem
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Aśı pues W s(p,X) y W u(p,X) son tangentes a Esp⊕EXp y Eup ⊕EXp respectivamente,
y dependen continuamente de p. Si p y p′ ∈ H, entonces W s(p,X) y W s(p′, X) o
coinciden o son disyuntas (idem para W u). Para cuando la órbita de p es compacta
(órbita periódica o singularidad), las variedades W s(p,X) y W u(p,X) representan
la variedad estable e inestable de la órbita de p. La clase homocĺınica asociada a una
órbita periódica hiperbólica O = OX(p) de X, denotada por HX(p), es la clausura
del conjunto de puntos de la intersección transversal entre W s(p,X) y W u(p,X),
HX(p) = CL(W
u(p,X) t W s(p,X)).
Ahora definiremos una clase más general de los conjuntos hiperbólicos, en la cual
el fibrado tangente se puede descomponer ahora en dos subfifrados: una estable y
otra central, con el objetivo de poder estudiar órbitas regulares y singularidades en
un mismo conjunto atractor. Observe que cuando aparece una singularidad el vector
generado por el campo es 0, aśı pues, la descomposición hiperbólica se rompe.
Definición 1.2. Un conjunto Λ ⊂M compacto invariante de X es parcialmente
hiperbólico si existe una descomposición continua y DXt invariante del fibrado
tangente TΛ = Es ⊕ Ec y constantes positivas K, λ tales que:
1. Es es una contracción:
‖DXt(x)|Esx‖ ≤ Ke
−λt, ∀x ∈ Λ, ∀t > 0.
2. Es domina a Ec, esto es, Esx 6= 0, Ecx 6= 0 y
‖DXt(x)|Esx‖
m(DXt(x)|Ecx)






El subespacio Ec se denomina subespacio central y Es subespacio estable.
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Decimos que el subespacio central Ec de un conjunto parcialmente hiperbólico
Λ expande volumen si las constantes K y λ satisfacen
|J(DXt|Ecx)| ≥ Ke
λt
para todo x ∈ Λ y t > 0, donde J(L) es el jacobiano del operador lineal L.
Definición 1.3. Sea Λ un conjunto compacto invariante de un campo vectorial X.
Decimos que Λ es singular-hiperbólico si es parcialmente hiperbólico, el subespa-
cio central expande volumen y todas sus singularidades son hiperbólicas.
Un atractor singular hiperbólico es un conjunto singular-hiperbólico que además
es un atractor. Por último expondremos un concepto más general de singular-
hiperbólico, denominado seccional hiperbólico.
Dado Λ ⊂ M , un subfibrado FΛ sobre Λ es una función continua x ∈ Λ 7→ Fx,
donde Fx es un subespacio lineal de TxM . Recordemos que si Λ es un conjunto
invariante para X, decimos que FΛ es invariante si DXt(Fx) = FXt(x) para todo
x ∈ Λ y t ∈ R.
Definición 1.4. Sea FΛ un subfibrado invariante sobre un subconjunto compacto e
invariante Λ de X. Decimos que FΛ es seccionalmente expansor si cada res-
tricción DXt|L a un subespacio dos-dimensional L ⊂ FΛ es expansor de área en el
siguiente sentido: Existen constantes positivas K y λ tales que para todo x ∈ Λ y
todo subespacio dos dimensional Lx ⊂ Fx se tiene
|Det(DXt(x)|Lx)| ≥ Keλt, ∀t > 0.
Teniendo claras estas definiciones damos ahora el concepto de seccional-hiperbóli-
co.
Definición 1.5. Un conjunto compacto e invariante es seccional-hiperbólico si
sus singularidades son hiperbólicas y es parcialmente hiperbólico con subfibrado cen-
tral seccionalmente expansor.
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A continuación presentamos un resultado bien conocido que utilizaremos más
adelante para mostrar propiedades del atractor, del cual omitiremos su demostra-
ción.
Lema 1.6 (Lema Hiperbólico). Todo sobconjunto compacto, invariante y sin singu-
laridades de un seccional-hiperbólico es un conjunto hiperbólico.
Demostración. Ver [1].
Caṕıtulo2
Atractor multidimensional de Lorenz
Expondremos la construcción del atractor multidimensional de Lorenz haciendo
un recorrido por la motivación de sus propiedades más básicas y haciendo un estudio
a propiedades como singularidad-hiperbólica, transversalidad de los espacios estables
e inestables y la propiedad de eventualmente sobre de su función de retorno sobre
una sección transversal.
2.1. Motivación
Se desea copiar las propiedades más básicas del atractor geométrico de Lorenz
en R3 para su construcción en Rn. Las más importantes son:
• El flujo tiene una singularidad hiperbólica con dos valores propios reales nega-
tivos y uno positivo, uno de los negativos más fuerte que los otros dos.
• El sistema admite una sección transversal Σ, la cual es una variedad dos di-
mensional.
• Existe una curva Γ ⊂ Σ y una aplicación de retorno de Poincaré Φ : Σ\Γ→ Σ.
(Realmente Γ = W s(O) ∩ Σ).
• Φ es una transformación hiperbólica:
7
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1. Φ admite una foliación suave invariante F s sobre las cuales contrae
(Γ ∈ F s), es decir, para todo z ∈ Σ \ Γ, Φ(F sz ) ⊂ F sΦ(z) y Φ|Fsz es una
contracción.
2. El espacio cociente Σ/F s es difeomormo a un intervalo. La función ϕ
inducida por Φ en el este espacio cociente, es uniformemente expansora,
su derivada tiende a infinito cuando se acerca a π(Γ), donde Γ es la folia
problema y π : Σ→ Σ/F s.
Para ver más detalles acerca del atractor puede referirse a [3] y [6].
Figura 2.1. Atractor geométrico de Lorenz
2.2. Construcción
La construcción del atractor multidimensional de Lorenz esta basada en la hecha
en el art́ıculo [2], no mencionaremos algunos detalles como la existencia de una me-
dida SRB y modificaremos la construcción para garantizar la existencia de órbitas
periódicas.
Nuestra sección transversal será el k−toro, T k = S1 × S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸
k−veces
por el disco
2−dimensional, D2 = {x̄ ∈ R2 | ‖x̄‖ ≤ 1}, y el flujo es definido en la variedad
T k×D2× [0, 1]/ ∼, donde ∼ es la relación que resulta al identificar adecuadamente
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puntos de T k ×D2 × {0, 1}.
Empezaremos considerando una conveniente función suave y expansora f sobre T k
y su correspondiente extensión natural. Cuando nos referimos a esto, estamos con-
siderando:
Sf = {(xn)n≥0 |xn ∈ T k y f(xn) = xn−1}.
Un ejemplo de un elemento de Sf es (a, f
−1(a), f−2(a), · · · ), donde a ∈ T k. Sobre
Sf definimos la función shift(σ)
σ : Sf → Sf
x̄ 7→ σ(x̄) = (f(x0), x0, x1, · · · ),
se puede interpretar a σ como el shift a derecha sobre el espacio de sucesiones Sf . La
creación de esta función es una generalización del solenoide asociado a una función
expansora sobre el ćırculo, refierase a [7].
Figura 2.2. Solenoide sobre el ćırculo
Para algún l ≥ 1, consideramos una inmersión suave F de N := T k×Dl, la cual
preserve la foliación vertical {{x}×Dl |x ∈ T k} y que tenga una contracción fuerte
sobre sus folias. Si π1 : N → T k : (x, y) 7→ x, entonces F satisface π1 ◦ F = f ◦ π1, o
si (x, y) ∈ N , aśı




F j(N) es el maximal invariante para F , este es topológicamente conju-
gado a la extensión natural de f . Esto pues si x̃ ∈ ΛF , entonces x̃ = (x, y), donde
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x ∈ T k y y ∈ Dl, luego para todo n ≥ 0, x̃ ∈ F n(N) luego x = fn(zn) donde zn ∈ N
y por ende
x̄ = (x, f−1(x), f−2(x), · · · ) = (x, z1, z2, · · · )
por lo que σ(x̄) = F (x̃).
Si escogemos una f isotopica a f̃ , definida por
f̃ :T k → T k
(eix1 , · · · , eixk) 7→ (eim1x1 , · · · , eimkxk)
donde cada mi ∈ Z y MCD(mi,mj) = 1 cuando i 6= j. F va a existir para l = 2. Tal
solenoide no existe con l = 1 y para este caso (n = 4) necesitamos una construcción
diferente.
Ahora suspendemos F en un flujo suave, para esto, definimos M como el cociente
de N × [0, 1] por la relación de equivalencia (z, 1) ∼ (F (z), 0) y
h : N × [0, 1]→M
la correspondiente sumersión canónica. La suspensión de F es el flujo en M aso-
ciado al vector X = h∗(
∂
∂t
) = h∗(0, 1) donde (x, t) denota el sistema coordenado
en N × [0, 1]. La imagen de N × {0} bajo h es una sección transversal global y la
correspondiente función de retorno de Poincaré es ’suavemente’ conjugada a F .
Transformamos X en un campo vectorial Y sobre M ; este tendrá una singularidad
hiperbólica O con k valores expansores σ1, · · · , σk y 3 contractores λ0, λ1 y λ2. Este
procedimiento es similar a la construcción clásica de los flujos Cherry (ver [5]).
F : N → N es continua y N es compacto, por lo que existe ã ∈ T k un pun-
to fijo para F , y por ende π(ã) será un punto fijo para f . Introduciremos ahora
nuestra singularidad O preservando la existencia de ã (OX(ã) es una órbita periódi-
ca). Sea W × D2 ⊂ N una vecindad pequeña de ã y tomamos q ∈ T k tal que
q ⊂ f−1(W̄C) ∩ W̄C . Aśı pues existe una vecindad U ⊂ T k pequeña de q, tal que
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π(ã) /∈ U y π(F (ã)) /∈ U , y fijamos un ’tubo’
V := h(U ×D2 × [0, 1])
y a lo largo de la trayectoŕıa de ξ = h(q, 0, 0) vamos a modificar el campo vectorial
X dentro de V para crear nuestra singularidad 0, como lo muestra la figura 2.3.
Figura 2.3. Flujo Y
La figura describe el sistema modificado, restricto a h(U ×{0}× [0, 1]). Notemos
que nuestro flujo Y es igual al flujo X salvo en V . Describiremos a continuación la
singularidad O
• La variedad estable de O interseca a Σ := h(N × {0}) transversalmente a lo
largo de un disco Γ conteniendo a ξ. (W sY (O) ∩ Σ ∼= D2).
• La variedad inestable de O interseca a h(N × {1}) ⊂ Σ en una subvariedad
difeomorfa a Sk−1.
• Hay una función de retorno de Poincaré Φ : Σ − Γ → Σ asociada al campo
vectorial Y , la cual puede ser vista como el ’encolado’ del solenoide F con la
función transición del flujo cerca a una singularidad hiperbólica.
Escogemos λ0 para denotar el valor propio contractor de O a lo largo de h(U ×
{0} × [0, 1]), y en la construcción garantizaremos que |λi|  |λ0| para i = 1, 2, y
que |σi|−1  |λ0| para j = 1, · · · , k. Además tomamos la razón de contracción de
‖DF |{x} ×D2‖ de F a lo largo de cada folia vertical mucho más pequeña que |λ0|.
Observación 2.1. Φ es una función hiperbólica:
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1. Φ admite una foliación contractora e invariante F s de Σ, en la que cada hoja
es difeomorfa a D2.
2. El espacio cociente Σ/F s es difeomorfo a T k, denotando por q el punto en
Tk correspondiente a Γ, la función ϕ : T
k − {q} → T k inducida por Φ es
expansora.
El comportamiento local de ϕ es descrito en la figura 2.3, pues cerca de q la
derivada va hacia infinito y hablando de manera informal, ϕ env́ıa a q en una esfera
S0 de codimensión 1 en T
k, es decir, la imagen de cualquier vecindad de q pierde
el interior de S0. Para ver un comportamiento un poco más general del atractor
podemos analizar la siguiente gráfica en donde abusamos un poco de la notación y
de los espacios en los que estamos trabajando pero dejamos al descubierto de una











Figura 2.4. Atractor multidimensional de Lorenz.
En 2.4 tomamos como el eje z a D2, eje x a T k y como eje y a [0, 1], en esta
gráfica podemos ver las variedades estables e inestables de la singularidad O, y
también podemos observar como se comporta la función de retorno del flujo, pues
el conjunto azul similar a un cuadrado por el flujo se transforma en un rectangulo
alargado sobre T k y contraido sobre D2.
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Definición 2.1. El atractor multidimensional de Lorenz es el conjunto maximal








En este trabajo no nos interesamos en algunas propiedades de esta construcción
como estabilidad estructural y existencia de una medida SRB, refierase a [2].
2.3. Propiedades del atractor
En la construcción de Y hemos transformado el flujo X y por ende hemos trans-
formado las funciones de retorno F y f , en unas nuevas llamadas Φ y ϕ respectiva-
mente. Aunque tengamos en cuenta que la transformación es local, aśı pues
F sUC = {{x} ×D
2 |x /∈ U}
por lo tanto
F |V C = Φ|V C y f |UC = ϕ|UC .
De esto afirmamos que si x /∈ V
DF (x) = DΦ(x)
por lo que los valores propios de DΦ son los mismos de DF : k valores propios
expansores (módulo mayor que 1) y 2 valores propios contractores (módulo menor
que 1). Más adelante pedimos que el valor de expansión de f sea lo suficientemente
grande y adicional vamos a asumir que los k + 2 valores propios son diferentes,
aśı pues, tiene k + 2 vectores propios diferentes y siempre W s(x) ∩ W u(x) sera
transversal. Cuando x ∈ U − {ξ}, ocurre un comportamiento similar pues la parte
contractora de las folias no la estamos modificando, es decir, siempre tendra dos
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valores propios contractores diferentes y k expansores, los cuales en módulo se irán
hacia infinito, si x esta cerca a ξ.
Observación 2.2. El rango de expansión σ de la función ϕ puede hacerse lo suficiente-
mente grande, escogiendo f fuertemente expansora (mi  1) y tomando la vecindad
U pequeña. En particular vamos a exigirle a σ que satisfaga: σ > máx{2, 2∆
R
}, donde
∆ es el diamétro de T k y R es el radio de inyectividad de la función exponencial en
T k.
Lema 2.2. Si ϕ satisface las condiciones dadas en la observación 2.2, es eventual-
mente sobreyectiva (LEO), i.e., para todo subconjunto abierto W de T k existe un
entero n ≥ 0 tal que ϕn(W ) = T k.
Demostración. Para todo subconjunto abierto Q ⊂ T k, definimos ρ(Q) el radio de
la bola más grande contenida en Q. Primero, si ρ(W ) < R, entonces ρ(ϕ(W )) >
σ
2
ρ(W ) (la división por 2 es necesaria si q ∈ W ). Como σ
2
> 1, existe N > 0
tal que ρ(ϕN(W )) > R. Finalmente ρ(ϕN+1(W )) > σ
2
ρ(ϕN(W )) > σ
2
R > ∆, y
aśı concluimos que cualquier bola de radio R cubre a T k y finalmente ϕN+1(W ) =
T k.
Esta propiedad resulta trascendental en la demostración de nuestro teorema
principal, pero además nos da algunas otras propiedades importantes de la dinámica.
Corolario 2.3. ϕ es transitivo en T k.
Demostración. Ser transitivo es equivalente a mostrar que dados dos subconjunto
abiertos U y V de T k, existe n ≥ 0 tal que ϕn(U) ∩ V 6= ∅, pero esto lo podemos
garantizar pues ϕ es LEO. La equivalencia mencionada se conoce como el Teorema
de Transitividad de Birkhoff [7].
Otra interesante propiedad geométrica del atractor es ser seccional-hiperbólico,
hecho que será trascendental pues con la ayuda del lema hiperbólico 1.6 podremos
garantizar la hiperbolicidad de órbitas periódicas contenidas en el atractor.
Lema 2.4. El atractor multidimensional de Lorenz es seccional-hiperbólico.




La estructura e ideas de la demostración de nuestro teorema principal es basada
en el art́ıculo [9].
3.1. Resultados previos
Notaremos Σ = h(N ×{0}), y usaremos Φ definida como en el caṕıtulo anterior,
es decir, como la función de retorno del flujo Y , con Σ, y a ϕ como la función inducida
por el cociente de Φ con respecto a la foliación F s. Para los lemas que demostraremos
en adelante, si A ⊂ Σ, Φ(A) := Φ(A− Γ) y si B ⊂ T k, ϕ(B) := ϕ(B − {q}).
Lema 3.1. Sea ϕ definida como antes. Entonces para todo x ∈ T k, se tiene que






Demostración. Sea B ⊂ T k una bola abierta y x ∈ T k. Como ϕ es LEO, existe j ≥ 0
tal que ϕj(B) = T k. Luego x ∈ ϕj(B) y de aqúı ϕ−j({x})∩B 6= ∅. Aśı probamos la
densidad de las preimagenes.
Notemos que si hacemos π : Σ → Σ/F s ∼= T k : x 7→ π(x) ∈ T k, la función
proyección del cociente de la sección transversal global, entonces si x ∈ T k definimos
16
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la hoja Lx = π







Además de esto observemos que en la construcción se garantiza la existencia de al
menos una órbita periódica para el flujo Y ??, que además será un punto fijo para
la función de retorno Φ. Si llamamos (a, b) ∈ Σ, entonces (a, b) /∈ U , y por tanto
π(a, b) = a y por ende ϕ(a) = f(a) = π(F (a, b)) = π(a, b) = a, es decir, a es punto
fijo para ϕ.
Lema 3.2. Para todo punto periódico p de Φ, se tiene que
Σ = CL(W s(p,Φ)).
Demostración. Sea p = (c, d) un punto periódico de Φ con π(p) = c. Entonces p ∈ A
y la folia Lc ∈ F s esta contenida en la variedad estable de p, W s(p,Φ). Por el lema











La otra inclusión es evidente.
A continuación probaremos que la variedad inestable de un punto periódico ’cu-
bre’ a Σ isoformamente a T k.





Demostración. Como p es un punto periódico de Φ, entonces OΦ(p) ⊂ ∩j≥0Φj(Σ) y
por el hecho de que el atractor multidimensional es un singular hiperbólico, OΦ(p)
es un conjunto compacto e invariante, luego será por el lema hiperbólico un conjunto
hiperbólico y aśı existe W u(p,Φ). Sea I = W uε (p,Φ) para algún pequeño ε > 0. Como
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ϕ es LEO, existe j ≥ 0 tal que ϕj(π(I)) = Σ. Por otro lado, ϕj(π(I)) = Φj(π(I)).
Si (x, y) ∈ Σ entonces π(x, y) = x ∈ T k = Φj(π(I)). De aqúı Lx ∩Φj(I) 6= ∅ y como
Φj(I) ⊂ W u(p,Φ) entonces existe (x′, y′) ∈ W u(p,Φ) ∩ Lx con Lx = Lπ(x′,y′) = Lx′ .
La otra inclusión es trivial.
Ahora probaremos una propiedad clásica de los atractores.
Lema 3.4. Para todo punto periódico p de Φ, se tiene que
CL(W u(p,Φ)) = A.
Demostración. Primero probaremos la inclusión CL(W u(p,Φ)) ⊆ A. Tomando ε > 0
pequeño W uε (Φ







W u(p,Φ) = Φl(W u(Φ−l(p),Φ)) ⊂ Φl(Σ).
Entonces




Ahora probaremos la otra inclusión. Para esto es suficiente probar que ∩j≥0Φj(Σ) ⊂
CL(W u(p,Φ)). Si (x, y) ∈ ∩j≥0Φj(Σ), como Φ contrae las folias de F s (esto por las
exigencias), tenemos que para todo ε > 0 existe nε ≥ 0 tal que d((x, y), (x,w)) < ε
para todo (x,w) ∈ Φnε(Lx′), donde
Lx′ ∈ Φ−nε(Lx) = {L′ ∈ F s |Φnε(L′) ⊂ Lx} y (x, y) ∈ Φnε(Lx′).
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entonces existe (x′, y′) ∈ W u(p,Φ) ∩ Lx′ . De aqúı d((x, y),Φnε(x′, y′)) < ε. Como ε
es arbitrario y Φnε(x′, y′) ∈ W u(p,Φ) concluimos que (x, y) ∈ CL(W u(p,Φ)).
3.2. Teorema principal
En base a los resultados que hemos obtenido, podemos demostrar que el atrac-
tor multidimensional de Lorenz es una clase homocĺınica. Para esto demostraremos
que es una clase homocĺınica para la función de retorno Φ y lo extenderemos me-
diante el flujo a todo el atractor. Recordemos que esto se puede hacer porque la
transversalidad es una propiedad ’fuerte de romper’.
Teorema 3.5. El subconjunto compacto e invariante A de Φ es una clase homocĺıni-
ca para Φ.
Demostración. Como HΦ(p) = CL(W
u(p,Φ) t W s(p,Φ)) ⊂ CL(W u(p,Φ)), enton-
ces por el lema 3.4 es suficiente probar que W u(p,Φ) ⊆ HΦ(p). Sea q ∈ W u(p,Φ) ⊆ A
y tomemos B ⊆ W u(p,Φ) como en la demostración de 3.3, un pedazo de la varie-
dad inestable isomorfa a un abierto de T k o Rk tal que q ∈ B. Sea L la folia que
contiene al punto p, como ϕ es LEO, existe j ≥ 0 tal que ϕj(π(B)) = Σ. Entonces
Φj(B)∩L 6= ∅ y de aqúı, B∩Φ−j(L) 6= ∅. Luego existe s ∈ B∩Φ−j(L), ahora por las
observaciones hechas en ?? el espacio EsΦ(s)⊕EuΦ(s) tiene dimensión k+2, por ende
la intersección es transversal. Aśı pues s ∈⊂ W u(p,Φ) t W s(p,Φ) y s es cercano a
q.
Teorema 3.6. El atractor multidimensional de Lorenz es una clase homocĺınica.








por lo hecho en el teorema 3.5, concluimos que Λ es una clase homocĺınica del flujo
Y .
Conclusiones
• Como era de esperar la generalización del atractor geométrico de Lorenz a di-
mensiones mayores a 5 es una buena generalización, aunque debimos modificar
la construcción original para poder garantizar existencia de órbitas periódicas,
preserva muchas propiedades como ser clase homocĺınica, singular hiperbólico
y su función de retorno tiene un comportamiento hiperbólico.
• Fue trascendental entender la función de retorno de Poincaré y asociar la
información que nos daba esta al flujo, recordemos que primero probamos que
sobre la sección transversal Σ dicha aplicación exhibia un conjunto atractor
que era una clase homocĺınica; en la prueba pudimos ver la fuerte influencia
que tuvo la interpretación geométrica de la aplicación, en especial preservar la




• Estudiar la propiedad de ser clase homocĺınica sobre conjuntos atractores gene-
rados por flujos definidos sobre variedades n-dimensionales.
• Entender la construcción del flujo multidimensional de Lorenz para n = 4 y
resolver si este también es una clase homocĺınica.
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